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In dem orthokomplementiren, quasimodularen Verband der Teilriume des Hilbert-Raumes las-
sen sich die Relationen der Implikation und Kommensurabilitit als Operationen definieren. Dadurch
wird es moglich, diesen Verband als einen quantenlogischen Aussagenkalkiil zu interpretieren. Die
Begriffe Implikation und Kommensurabilitdt stimmen dabei iiberein mit den im Rahmen der Logik

operativ definierten entsprechenden Begriffen.

Einleitung

Die Teilriume des Hilbert-Raumes bilden einen
orthokomplementéren, und bei endlichen Dimen-
sionszahlen der Teilriume modularen Verband, der
zuerst von BIRKHOFF und v. NEUMANN ! untersucht
wurde. Dieser Verband laBt sich als ein quanten-
logischer Aussagekalkiil interpretieren, wenn man
den von LORENZEN vorgeschlagenen operativen An-
satz? geringfigig verallgemeinert, d.h. einen ver-
allgemeinerten Begriff von operativer Logik ver-
wendet, der auch als operative Quantenlogik be-
zeichnet wird 3. Die Moglichkeit, einen orthokomple-
mentdren modularen Verband als Aussagenkalkiil
zu interpretieren, hiangt wesentlich davon ab, dafl
sich in diesem Verband die Halbordnungsrelation
auch als zweistellige Operation definieren 148t, wor-
auf zuerst KUNSEMULLER hingewiesen hat4.

Im allgemeinen Fall ist der Verband L, der Teil-
rdume des Hilbert-Raumes zwar noch orthokomple-
mentér, nicht aber modular. In den Arbeiten von
Jaucu?% 6, PrroN7 und KAMBERS wurde gezeigt,
daB sich statt der Modularitat schwichere Bedin-
gungen angeben lassen, die in L; immer erfiillt sind.
Die Aquivalenz der Bedingungen von JAUCH,
P1roN5:6:7 und von KAMBERS wird in Lemma I der
vorliegenden Arbeit bewiesen. Verbiande, die diese
Bedingungen erfiillen, bezeichnen wir im Anschluf3
an Kamber als quasimodular.

In Verallgemeinerung der Ergebnisse bei modu-
laren Verbéinden kann gezeigt werden, daB sich auch
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in quasimodularen Verbianden die Halbordnungs-
relation als zweistellige Operation definieren laBt
(Theorem I). Das gleiche gilt fiir die von Kamber
definierte Relation K, die auf Grund ihrer formalen
Eigenschaften als Kommensurabilitit bezeichnet
werden soll (Theorem II). Auf Grund dieser Ergeb-
nisse ist es moglich, den orthokomplementéren und
quasimodularen Verband L, der Teilrdume des Hil-
bert-Raumes als einen Aussagenkalkiil im Sinne der
operativen Quantenlogik zu interpretieren. Da nim-
lich die Halbordnungsrelation bzw. die entsprechen-
de Operation alle Bedingungen erfiillt, die im Sinne
der operativen Logik von der Implikation bzw. Sub-
junktion verlangt werden miissen (Theorem III),
1aBt sich L, als ein Aussagenkalkiil im Sinne der ge-
wohnlichen operativen Logik deuten. Da dariiber
hinaus auch die Relation K bzw. die entsprechende
zweistellige Operation alle Eigenschaften des im
Rahmen der operativen Quantenlogik definierten
Begriffs der Kommensurabilitit besitzt (Theorem
1V), so laBt sich L, sogar als ein Aussagenkalkiil im
Sinne der operativen Quantenlogik interpretieren.

§ 1. Der Verband der Teilrdume
des Hilbert-Raumes

a) Die abgeschlossenen Linearmannigfaltigkei-
ten oder Teilrdume des Hilbert-Raumes H, die wir
im folgenden mit a, b, ¢, ... bezeichnen, bilden hin-
sichtlich der zweistelligen Relation R, die durch
a < b gegeben ist, eine Halbordnung *. Der aus zwei

5 J. M. JaucH, Foundations of Quantum Mechanics, Addi-
son-Wesley, Reading Mass. 1968.

¢ J. M. JaucH u. C. PiroN, Helv. Phys. Acta 36, 827 [1963].

7 C. PiroN, Helv. Phys. Acta 37,439 1964].

8 F. KAMBER, Math. Annalen 158, 158 [1965].

* Hinsichtlich der Einzelheiten und Beweise der im folgen-
den aufgefithrten bekannten Tatsachen vgl. etwa J. M.
JaucH, Foundations of Quantum Mechanics 3.
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Teilrdumen a und b gebildete Durchschnitt a A b ist
die beziiglich der Relation R untere Grenze (In-
finum) der Elemente a und b. Der von den beiden
Teilraumen a und b aufgespannte Teilraum a v b ist
die beziiglich R obere Grenze (Supremum) von a
und b. Die Teilrdume des Hilbert-Raumes bilden
daher hinsichtlich der Relation R und der Opera-
tionen @ Ab und avb einen Verband, dessen Null-
element 0 die Nullmenge und dessen Einselement
1=H ist9.

Den Verband der Teilrdume des Hilbert-Raumes
bezeichnen wir im folgenden mit L,. Uber die be-
reits genannten Eigenschaften hinaus ist Ly o-voll-
stindig, d.h. es gibt zu jeder (abzadhlbaren) nicht
leeren Teilmenge von L, ein Infinum und ein Su-
premum. Weiterhin ist L, atomar, d.h. zu jedem
x € L, gibt es ein Atom a < = mit der Eigenschaft,
daB aus 0 < z < a folgt z = a oder z = 0. Die fiir
die folgenden Uberlegungen wichtigsten, bisher noch
nicht genannten Eigenschaften des Verbandes L,
sind :

Ly ist orthokomplementér, d.h. es gibt eine Ab-
bildung a —a’€ L, derart dal

@) =a,
ana =0, (1)
a<b=b <o

gilt. Fiur Orthokomplemente gilt daher in Verbin-
dung mit A und v

(@nd) =a' vb',

(@vd) =a rbd, (2)

woraus insbesondere wegen 0’ = 1
ava =1 (3)

folgt. Ist a ein Teilraum von H, so ist a’ der zu a
total senkrechte Unterraum.

Der Verband L, ist weiter quasimodular8, d.h. es
gilt

aZB, y=f =>prlavy)=ua. (4)

Die Quasimodularitit ist eine Abschwéichung der
Modularitét die fiir den Verband L, nicht vorhanden
ist!,5. Die Quasimodularitdt ist andererseits in der
Klasse der orthokomplementéren Verbdnde eine
echte Bedingung8, so daB fiir die folgenden Klassen
von Verbianden echte Inklusionen gelten:

{0.-Kompl., mod. V.} c {o.-Kompl., quasim. V.}
c {o.-Kompl. V.}.

9 G. BIRKHOFF, Lattice Theory, Ann. Math. Soc. Coll. Publ.
XXV, rev. Ed. 1961.

P. MITTELSTAEDT

b) JaucH und P1rox5.6.7 haben gezeigt, daB} in
dem Verband L, auch durch die folgende, als schwa-
che Modularitit bezeichnete Bedingung

a<f=>a=fr(evf) (5)

bewiesen werden kann. Wie die Quasimodularitit
ist auch (5) eine echte Abschwichung der Modulari-
tét und eine echte Bedingung fiir orthokomplemen-
tére Verbinde 5. Es gilt dartiber hinaus das folgende :

Lemma I

In orthokomplementéren Verbénden sind die Be-
dingungen der Quasimodularitit (4) und der schwa-
chen Modularitit (5) dquivalent.

Bewets:
1. (4) = (5): Setzt man in (4) speziell y = f, so
folgt
a=f=>a=pfnr(xvp) also (5).
2. (5) = (4): Setzt man voraus o < 8, y =< f’' soist
avy=avf,
woraus zusammen mit (5)
Brlavy)=pa(f'va)=a
folgt. Weiter ist wegen o =< f8

a=pAr(xvy),
so daB

a=p,y=pf =>a=pnr(xvy) folgt.

Weitere, bisher nicht aufgefiithrte Eigenschaften
des Verbandes L, der Teilrdume des Hilbert-
Raumes werden im folgenden nicht gebraucht.

Wir verstehen daher vm folgenden unter Lq einen
o-vollstandigen, atomaren, orthokomplementiren
und quastmodularen Verband.

¢) In einem orthokomplementiren Verband 1afB3t
sich durch
aKb<(arb)v(anrb)=a (6)

eine zweistellige Relation K, die Kommensurabili-
tit, definieren. Wenn fur zwei Elemente a und b des
Verbandes die Relation a K b gilt, so sagt man ,,a ist
kommensurabel mit ‘. KAMBER® hat gezeigt, daB
in dem orthokomplementéiren und quasimodularen
Verband L, die Relation K symmetrisch ist, d.h.

aKb<bKa )

gilt. Auf Grund des oben bewiesenen Lemmas I ist
weiter (4) und (5) dquivalent. Wegen (1) und (2) gilt
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daher in L, auch
a<b=b=(bnra)v(bra), (6%)

so daB3 die Relation R in K enthalten ist, d.h. die
Beziehung
RCKCL;Xx L, (8)

besteht. Mehrere, paarweise kommensurable Ele-

mente aus L, erzeugen weiter einen Boolschen

Unterverband. Es gilt das Lemma II:8

o) Eine Teilmenge S C L, mit § X S C K erzeugt
in L, einen Boolschen Verband B(S),

B) Ist B C L, ein Boolscher Unterverband von L,
so ist BX BC K.

Umgekehrt ist durch die Bedingungen (7) und (8)
sowie durch die in Lemma II genannten beiden
Eigenschaften () und (f) die Relation K vollstan-
dig bestimmt. Denn fiir eine zweistellige Relation
K'C Ly x Ly, die den Bedingungen (7), (8), () und
(B) geniigt, gilt K' = K.

§ 2. Implikation und Kommensurabilitat

In einem orthokomplementéren, quasimodularen
Verband L, lassen sich die Relationen R und K als
zweistellige Operationen definieren. Diese Tatsache
ist von Bedeutung, wenn man den Verband L, als
einen quantenlogischen Aussagenkalkiil interpretie-
ren will (§ 3). Wir behandeln in diesem Abschnitt
jedoch zunichst die rein verbandstheoretischen Zu-
sammenhénge.

Theorem 1:

In einem Verband L, 1aBt sich die durch a < b
gegebene Relation R als zweistellige Operation, die
Implikation b —a definieren, derart daf

I1<b—a<a=sb 9)
gilt. Dabei ist
b—a=a'v(anrd). (10)
Bemerkung:

Die Existenz einer zweistelligen Operation b — a,
die (9) befriedigt, ist wohlbekannt fiir orthokomple-
mentére, distributive Verbande ® und fir orthokom-
plementéare modulare Verbande4. Der Verband der
Teilrdume des Hilbert-Raumes ist jedoch weder di-
stributiv noch modularl;5. Will man diesen Ver-
band als einen Aussagenkalkiil interpretieren, so ist
es erforderlich, die Existenz einer Implikations-
operation b —a unter der schwicheren Voraus-
setzung der Quasimodularitidt nachzuweisen.
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Beweis:
1. < Sei a < b, dann ist
arnb=a,
also a'vianrb)y=ava=1
und daher 1<b-a.

Fiir diesen Teil des Beweises ist die Quasimodu-
laritiat nicht erforderlich.

2. > Seil<b—-a=avVv(anrd),
dann ist @ < a’v (a A b)

und a<anr(@v(@anrd)=a,

also a=an(aVv(anrd)).

Setzt man in (4) « = anb, f =a und y = o/,
so sind die Vorderformeln von (4) identisch erfullt
und es gilt

an(@v(@nrb)=anb,

also a=anr(@Vv(@rb)=arb=b

und damit a <b.

Die Verwendung des quasimodularen Gesetzes in
diesem Beweis fiihrt unmittelbar auf das fir die
aussagenlogische Interpretation von L, wichtige ver-
bandstheoretische Analogon des modus ponens.

Korollar I
In einem Verband L, gilt

arb—ma=h. (11)

Beweis: Setzt man in (4) wiedera = an b, f =a
und y = a’ so folgt

an(@Vv(@rb)=anb,
woraus wegen b —a =a’'v (a A b) folgt
arn(b—a)=anrb=Zh.

Ahnliche Beziehungen wie zwischen der Relation
R und der Operation der Implikation lassen sich
auch fir die Relation der Kommensurabilitit und
einer entsprechenden zweistelligen Operation her-
stellen, d.h. es gibt ein — hier mit a o b bezeich-
netes — Verbandselement, das genau dann gleich
dem Einselement 1 des Verbandes ist, wenn die
beiden Elemente a und b kommensurabel sind. Wir
fassen dieses Ergebnis zusammen in folgendem
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Theorem 11

In einem Verband L, laBt sich die durch a Kb
gegebene Relation K der Kommensurabilitat als
zweistellige Operation @ o b definieren, derart daB

I1=<=aob<aKb (12)
gilt. Dabei ist

aob=(anrb)v(@anb)v(@nrb)v(aab). (13)

Beweis: Nach dem oben bewiesenen Lemma ist (4)
aquivalent zu (5). In einem orthokomplementéiren
Verband, in dem (5) gilt, ist aber nach Ref.7?
Theorem VII.5 die Relation a Kb notwendig und
hinreichend fiir 1 < aob.

Mit Hilfe der Operation a o b 1a6t sich der fol-
gende, fiir die aussagenlogische Interpretation des
Verbandes L, wichtige Satz beweisen.

Korollar 11:
In einem Verband L, gilt

an(aodb) <a-—b. (14)

Beweis: Setzt man in (4)

a=(@nb)v(@nrd), f=a

und
y=(a'ab)v(aabd),

so sind die Vorderformeln von (4) identisch erfiillt,
und es gilt

anr{l@anb)v(@nrd)]v@nrd)v(anrbd)]} =ua.
Da weiter
a=(anrb)v(@anbd)<-bv(anrbd),

so folgt unter Verwendung der expliziten Form von
b—aund aobd
an(aob) <a—b.

§ 3. Quantenlogische Interpretation
des Verbandes L,

Um den Verband L, der Teilrdume des Hilbert-
Raumes als einen Aussagenkalkiil interpretieren zu
konnen, beachten wir, daB sich die Verbands-
elemente a, b, c, ... als quantenmechanische Aus-
sagen deuten lassen. Um auch die in L, erklirten
Relationen und Operationen logisch — und das
heiBt hier quantenlogisch — zu interpretieren, gehen
wir aus von der operativen Quantenlogik und den
dort operativ definierten Relationen und Opera-
tionen zwischen Aussagen. In dieser operativen
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Quantenlogik gelten fiir die Implikation a —b
zweier Aussagen zunichst die fiir eine Halbordnung
giiltigen Beziehungen. Die Konjunktion a nb bzw.
die Disjunktion a v b sind weiter beziiglich der Halb-
ordnung das Infimum bzw. das Supremum der Ele-
mente @ und b, so dall die Aussagen hinsichtlich der
Relation a — b und der Operationen a r b bzw. a v b
einen Verband bilden. Die wahre Aussage V bzw.
die falsche Aussage A, fiir die hinsichtlich aller
Aussagen @ —V bzw. A — a gilt, sind das Eins-
bzw. das Null-Element des Verbandes.

Damit ist jedoch nicht gesagt, dafl ein beliebiger
Verband mit 0- und I-Element, dessen Elemente
sich als Aussagen deuten lassen, als ein Aussagen-
kalkiil interpretiert werden kann. In der operativen
Quantenlogik gelten ndmlich fiir die Implikation
noch die beiden, iber die Halbordnung hinaus
gehenden Beziehungen

an(a—>b)—>b, (15)

(16)

anec —>b = (a—>c)—>(a—b),

die sich zunédchst nicht verbandstheoretisch formu-
lieren lassen3.
Man kann jedoch eine Aussage

bma=a—b
definieren, fiir die wegen (15) und (16)

Vs>bma<wa—>b

(17)

gilt, die also genau dann wahr ist, wenn die Be-
ziehung a — b besteht. Mit Hilfe dieser Subjunktion
b —a, deren Definition sich wegen (17) eliminieren
laBt, lassen sich auch die iterierten Implikationen
(15) und (16) auf einfache Implikationen zuriick-
fuhren, und somit verbandstheoretisch formulie-
ren *¥*,

In dem Verband L, gibt es nach Theorem I ein
durch (10) definiertes Verbandselement b —a =
a'v (a Ab), fiur das die zu (17) analoge verbands-
theoretische Beziehung (9) gilt. Dariiber hinaus gel-
ten fir dieses Element b — a die zu (15) und (16)
analogen verbandstheoretischen Beziehungen, d.h.
es gilt das

** Eine vollig analoge Problematik findet man in der gewohn-
lichen operativen Logik. Statt (16) gilt dort allerdings die
stirkere Beziehung @ /\ ¢— b = ¢— (a— b), weshalb
die Subjunktion & ~1a dort verbandstheoretisch gesehen
das zu b relative Pseudokomplement von a ist. Der quan-
tenlogische Aussagenverband ist jedoch wesentlich nicht-
distributiv, weshalb & ~1a hier nicht ein relatives Pseudo-
komplement ist. Vgl. hierzu Ref. 3,



QUANTENLOGISCHE INTERPRETATION QUASIMODULARER VERBANDE

Theorem II1

In dem Verband L, gelten fir b—a=a'v (a A b)
die beiden Beziehungen

arnb—a<h, (15+)

arcE<b=>cma<b-a. (16+)

Beweis:

(15%) ist aquivalent zu dem oben bewiesenen Ko-
rollar I.

(16+) erhilt man sofort aus der Definition von b —a.
Denn aus der Vorderformel a A ¢ < b von (16+)
folgt a’v (@ nc) = a’v (a A b) und damit wegen
b—a=a'v(anrb) die Formel (16+).

Da somit die Relation @ < b und die Operation
b = a in L, alle Bedingungen erfiillen, die im Rah-
men einer operativen Begriindung der Quantenlogik
von der Implikation bzw. Subjunktion verlangt wer-
den miissen, laBt sich der Verband L, hinsichtlich
der Relation @ < b und hinsichtlich der Opera-
tionen @ A b, av b und b — a als ein Aussagenkalkiil
interpretieren.

Damit ist jedoch L, zunéchst nur als ein affirma-
tiver quantenlogischer Aussagenkalkiil interpretiert.
Im Rahmen der operativen Quantenlogik kann man
dariiber hinaus die Negation einer Aussage a durch

ﬂdﬁ.d—)A

definieren, also wegen (15), (16) und (17) durch die
spezielle Subjunktion A — a. Auf Grund dieser De-
finition und wegen (15) gilt dann der Satz vom
Widerspruch

arn—a— A,

(18)

jedoch 148t sich aus (15) und (16) weder der Satz
von der doppelten Negation

—(ma)<=a (19)
noch das tertium non datur
A—av-a (20)

herleiten ***,

Entsprechend der oben erwihnten Moglichkeit,
die in L, definierte zweistellige Operation b = a =
a’v (a A b) als Subjunktion zu interpretieren, kann
man auf Grund der Definition der Negation die

*** Die beiden Beziehungen (19) und (20) sind daher nicht
notwendig mit dem Begriff der Negation verbunden. Sie
konnen aber fiir spezielle Aussagensysteme, wie fiir das
hier untersuchte System L, quantenmechanischer Aussagen
erfiillt sein.
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spezielle Operation 0 — @ = — a als Negation einer
Aussage a interpretieren. Auf Grund der expliziten
Form von b — a ist weiter

’

—a=0—-a=av(@r0)=a
d.h. es gilt das
Korollar 111:

In L, ist die spezielle Operation —a =0 —a
gleich dem Orthokomplement a’ von a.

In dem Verband L, lat sich daher das Ortho-
komplement a’ als die Negation der Aussage a inter-
pretieren. Uber die fiir eine Negation notwendig
geltenden Beziehungen hinaus gelten fiir das Ortho-
komplement a’ wegen (1) und (3) aber auch die ver-
bandstheoretischen Analoga von (19) und (20). Der
Verband L, 148t sich somit hinsichtlich der Rela-
tion < und der Operationen A, v, — als ein Aus-
sagenkalkill im Sinne der effektiven Quantenlogik
interpretieren, in dem jedoch auf Grund der spe-
ziellen Form der betrachteten Aussagen sogar die
effektiv nicht beweisbaren Sitze (19) und (20) gel-
ten. Im Sinne der gewshnlichen Logik konnte daher
L als ein Aussagenkalkiil betrachtet werden.

Um jedoch den Verband L, als einen quanten-
logischen Aussagenkalkiil deuten zu kénnen, mufl
auch die fiir die Quantenlogik fundamentale Rela-
tion der Kommensurabilitét, die fiir die gewohnliche
Logik irrelevant ist, in dem betreffenden Verband
vorkommen. In der operativen Quantenlogik de-
finjert man den Begriff der Kommensurabilitat
zweier Aussagen a und b durch

(21)

a~b=a—(b—->a)rb—>(a—>D)

und bezeichnet zwei Aussagen, fir die (21) gilt, als
kommensurabel 3. Inhaltlich bedeutet diese Defini-
tion, dal man die zu den beiden Aussagen a und b
gehorenden Messungen in beliebiger Reihenfolge
hintereinander ausfiihren kann, ohne dadurch das
Ergebnis der Messung zu beeinflussen (vgl. hierzu
auch Ref.10),

Auf Grund der oben (Theorem III) behandelten
Moglichkeit, die Relation @ < b bzw. die Operation
b—a=a'v (ab)in Ly als Implikation bzw. Sub-
junktion zu interpretieren, kann man sofort eine

10 H. D. DoMBrROWSKI, Archive for Rational Mechanics and
Analysis 35, 178 [1969].
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verbandstheoretische Relation, nimlich

a~bﬁagb’v(aAb)’Kbga’v(a/\b) (22)

angeben, die sich als Kommensurabilitdt interpretie-
ren 1aBt. (Dabei ist & kein logisches, sondern ein
metasprachliches Symbol).

Die in L, definierte Relation (22), die sich im
Sinn der operativen Quantenlogik als Kommensur-
abilitidt interpretieren lafBt, ist identisch mit der
oben in (6) definierten Relation K, d.h. es gilt das

Theorem 1V

In L, gilt: a~b<akKb.

Beweis:

1. = Wegen der zu (4) dquivalenten Beziehung (5+)
gilt in L,
b=(anrb)v(dar(mav-b)).
Gilt nun fir ¢ und b die Relation
a<=-bv(anb)
so ist
br(mav—b)==-anb,

so daf
b= (anrb)v(—manrbd)

folgt. Da wegen (7) die Relation K in L; sym-
metrisch ist, gilt auch

a=bnra)v(nbnra).

2. Aus a=(bnra)v(—bna) folgt

a=bra)v(mbra)=—bV(anrb)

und aus der wegen (7) dquivalenten Relation
b=(anrb)v(—anb)
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entsprechend
b=(anb)v(—manrb)<-—av(anrb).

Nach Theorem IT 148t sich in L, die Relation a K b
als zweistellige Operation aob definieren. Auf Grund
des Theorems IV bedeutet das, daB sich das in (13)
definierte Verbandselement a o b interpretieren 143t
als diejenige Aussage, die genau dann wahr ist, wenn
die Aussagen @ und b kommensurabel sind. Dadurch
wird es moglich, quantenlogische Sétze, in denen
die Kommensurabilitdt zweier Aussagen in objekt-
sprachlicher Form auftritt, verbandstheoretisch zu
formulieren und zu beweisen. Insbesondere gilt das

Korollar IV :

In dem quantenlogischen Aussagenkalkiil, der
dem Verband L, entspricht, gilt der Satz

an(aob)—>a—b.

Beweis: Auf Grund von Korollar IT gilt in Lg:

an(aod)Za-b,

woraus wegen Theorem IV der behauptete quanten-
logische Satz folgt.

Auf Grund des Theorems IV laf3t sich die in (6)
definierte Relation a Kb bzw. die in (12) definierte
Operation aob als Kommensurabilitdt im Sinne
der operativen Quantenlogik interpretieren. Durch
die Existenz des durch (12) bestimmten Verbands-
elementes a o b ist sichergestellt, daf} alle quanten-
logischen Séitze, in denen die Kommensurabilitéit in
objektsprachlicher Form auftritt, verbandstheore-
tisch formuliert werden konnen. Umgekehrt ist
durch diese Zusammenhénge in Verbindung mit den
oben gemachten Bemerkungen gezeigt, dafl sich der
Verband L, als ein quantenlogisches Aussagenkalkiil
interpretieren laf3t.



